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ABSTRACT 

 

This study focuses on the parameter estimation, confidence interval estimation and 

outlier detection for several types of the circular model. The models consider in this study 

are Down and Mardia Circular Regression Model, Circular Functional Relationship 

Model (CFRM) and a new model known as the Simultaneous Circular Functional 

Relationship Model (CSFRM). Firstly, for the Down and Mardia (DM) Circular 

Regression model, we propose the roots of a polynomial function (polyroot) and 

minimizing the negative value of the log-likelihood function (ms) to obtain the parameter 

estimates. The confidence interval for this model are obtained based on the normal 

distribution where the parameter are estimated using polyroot or minimum sum (ms) and 

estimation using the bootstrap technique. Secondly, we consider the parameters estimation 

and confidence intervals for CFRM. We used the polyroot and ms to estimate the 

concentration, angular and slope parameters. The confidence intervals for the parameters 

are obtained based on the normal distribution where the parameters are estimated using 

polyroot or ms and estimation using the bootstrap technique. Thirdly, we consider the 

outlier problem in CFRM using two statistics namely the Functional Difference Mean 

Circular Error Using Cosine (FDMCEc) statistic and Functional Difference Mean Circular 

Error Using Sine (FDMCEs) statististic. This methods also used the row deletion method 

to calculate FDMCEc and FDMCEs values for the full and reduced data set. In our CFRM, 

we determine the cut-off points for several values of sample size and concentration 

parameter designed using simulation study. Lastly, a new simultaneous circular functional 

relationship model (CSFRM) which is an extended version of a CFRM is developed. We 



iii 

 

want to study the relationship for more than two circular variables. We derived the 

maximum likelihood function of the model and the estimate the variance-covariance of 

parameters based on Fisher information matrix. Then, the efficiency of the model is 

assessed using the biasness for the circular variables using circular mean, circular distance 

and mean resultant length and mean, absolute estimated bias and estimated root mean 

square error for continuous variables respectively. Model verification and assessment of 

all methods and model proposed in this study are examined using the simulation study. 

The wind and wave direction data set used for illustration and application to real data set. 
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ABSTRAK 

 

Kajian ini memberi tumpuan kepada penganggaran parameter, selang keyakinan 

dan titik terpencil untuk beberapa jenis model bulatan. Pertama, kami mempertimbangkan 

penganggaran parameter dan selang keyakinan bagi model regresi membulat,. Kaedah 

penganggaran parameter yang digunakan adalah penganggaran menggunakan fungsi 

punca polynomial (polyroot) dan meminimumkan nilai negatif bagi fungsi log-

kebolehjadian (ms). Keyakinan kaedah anggaran selang untuk model ini adalah teknik 

berdasarkan taburan normal di mana parameter dianggarkan menggunakan fungsi 

polyroot atau ms dan anggaran menggunakan teknik bootstrap. Kedua, kami 

mempertimbangkan penganggaran parameter dan selang keyakinan untuk model 

hubungan berfungsi bagi pembolehubah bulatan (CFRM). Kaedah-kaedah yang 

digunakan untuk menganggarkan parameter dan selang keyakinan adalah sama untuk 

kedua-dua model. Kami menggunakan polyroot dan ms untuk menganggarkan parameter-

parameter menumpu, membulat dan kecerunan. Penganggaran selang keyakinan 

menggunakan teknik berdasarkan taburan normal di mana parameter dianggarkan 

menggunakan polyroot atau ms dan anggaran menggunakan teknik yang bootstrap. 

Ketiga, kami mempertimbangkan masalah titik terpencil dalam CFRM menggunakan dua 

statistik yang perbezaan. Statistik-statistik ini dikenali sebagai Perbezaan Ralat Bulatan 

Purata model Fungsian kosinus (FDMCEc) dan sinus (FDMCEs). Kaedah ini juga 

menggunakan kaedah penyingkiran baris untuk mengira nilai-nilai FDMCEc dan 

FDMCEs bagi set data penuh dan yang telah disingkirkan. Cerapan terpencil dikesan 

melalui perbezaan jarak terbesar antara set data penuh dan set data yang telah 
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disingkirkan. Satu kajian simulasi dijalankan untuk mendapatkan nilai genting bagi 

beberapa nilai- nilai saiz sampel dan parameter menumpu. Akhir sekali, satu model 

hubungan berfungsi bagi pemboleh ubah bulatan serentak (CSFRM) yang merupakan 

lanjutan CFRM dibangunkan. Penganggar kebolehjadian maksimum bagi parameter dan 

penganggaran varians-kovarians bagi parameter dalam model serentak adalah 

berdasarkan Matriks Fisher Bermaklumat. Kemudian, hasil kajian dengan menggunakan 

simulasi menunjukkan bahawa parameter yang dianggarkan mempunyai bias yang kecil. 

Kaedah yang digunakan untuk menguji prestasi model bagi pemboleh ubah bulat dan 

pemboleh ubah bukan bulat adalah berbeza. Kesemua penilaian prestasi yang diuji di 

dalam kajian ini seperti kaedah-kaedah yang digunakan dan model yang dicadangkan 

dalam kajian ini diuji menggunakan kajian simulasi. Set data pergerakan arah angin dan 

ombak yang digunakan adalah sebagai ilustrasi kepada uji kaji menggunakan set data 

sebenar. 
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ê   Fitted error 

   Circular random error for dependent variable 

   Circular random error for independent variable 

  Ratio of error concentration parameters in a functional relationship model 

d   Circular distance 

ijd   Distance between observation i and j 

̂   Means of concentration parameter  

 p
I    Modified Bessel Function of the First Kind and Order p 

 0I    Modified Bessel Function of the First Kind and Order zero 

v      Dependent (response) variable for Down and Mardia model 

u   Independent (predictor) variable for Down and Mardia model 


